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Table des matieres

Ce chapitre est consacré a I'arithmétique dans un anneau integre (cas général). On étudiera
ensuite des cas particuliers de cette derniére.




Divisibilité dans un anneau integre

Divisibilité et éléments associés

E Définition 1.1.1.1

Soient A un anneau integre (commutatif) et z,y des éléments de A. On dit que =
divise y dans A lorsqu’il existe un a € A tel que y = za = azx (sachant que la
multiplication est commutative). On note alors x | y (pas noté z/y!).

Prenons A = Z[i] 'anneau des entiers gaussiens. Cet anneau est intégre parce que
c’est un sous-anneau de C, qui est integre, parce que C est un corps.

On cherche les diviseurs de 2 dans Z[i]. On remarque que 2 = (1 + ¢)(1 — 7), donc
144 et 1 —1 divisent 2. On peut aussi remarquer que 2 = (—i)(—2i), donc —2i
divise aussi 2.

Nous allons maintenant rechercher tous les diviseurs de 2 dans Z[i].

Soit x = a + ib € Z[i] un diviseur de 2. Alors il existe un y = ¢ + id tel que
ry =2 <= (a+ib)(c+id) = 2.

On utilise le module pour trouver des contraintes sur a et b :

(@ + ) (7 + &) = |ayl? = |2 = 4.

eN eN

Cela implique que a® + b? divise 4 dans N. Cela implique que a? +b* € {1,2,4} (car
a® + b* est une somme de carrés d’entiers).

> Si a? + 0 = 1, alors (a,b) € {(&£1,0),(0,£1)}. Cela donne les diviseurs

T

» Sia?+b* =2, alors (a,b) € {(£1,+1)}. Cela donne les diviseurs 1+4,1—1, —1+
el

> Si a® + 0 = 4, alors (a,b) € {(£2,0),(0,+2)}. Cela donne les diviseurs
2. —2,2 2.

La réciproque est facile a vérifier. Ainsi, les diviseurs de 2 dans Z[i] sont :

{1, i, (1 414), (1 — ), £2, +2i}.



1.1. Divisibilité et éléments associés

Dans la suite de cette partie, toute mention de (A, +, x) désignera

1.
2.
3.

N =

w0

N

un anneau integre commutatif.

® Propriété 1.1.1.1

Pour tout z € A, on a x | x (réflexivité).
Pour tout z,y,z € A, si x| y et y | 2, alors x | z (transitivité).

Pour tout z,y € A, z | y <= yA C zA. 1l faut faire attention a ne pas
inverser les deux membres! Cette relation nous permet de passer de la relation
de divisibilité & une inclusion (inégalité).

. Pour tout z,y € A, (z |yety | z) < xA = yA. Cela équivaut a dire que

Je € Uy tel que x = ey. On dit que z et y sont associés dans ce cas.

. La relation de divisibilité n’est pas antisymétrique. Par exemple, dans Z, 2 | —2

et —2 | 2, mais 2 # —2.

. La relation de divisibilité n’est pas symétrique, par exemple dans Z, 2 | 4, mais

442,

La relation de divisibilité n’est donc pas une relation d’équivalence.

Preuve

Trivial car x = x - 14.

. (x| y) et (y | 2) impliquent l'existence de a,b € A tels que y = za et z = yb.

Donc z = (za)b = z(ab), donc z | z.

(<=):Onay=y-14 € yACzA, doncy € tA < Ta € A tel que y = ax,
donc x| y.
( = ) : Supposons que z | y, alors Ja € A tel que y = ax. Soit t € yA, i.e.
da € A tel que t = ya.
Donc t = (azx)a = z (aa) € zA. Ainsi, yA C zA.

——

€A

D’apres la propriété précédente, = | y et y | x équivaut & yA C xA et A C yA,
donc xA = yA.
Maintenant, nous allons montrer que (z |y et y | x) <= Je € U, tel que = =
ey.
Dans le sens réciproque, on a © = ¢y = y | z,ore € Uy = 3¢ €
Uy, tel que ¢’z =y. D’ou z | .
Dans le sens direct, on suppose que = | y et y | z. Donc il existe t,z €
A tel que y =tx et x = zy.
Donc y = t(zy) = (tz)y. Donc y(14 —tz) = 04. Comme A est integre, cela veut
direquey =04 0ouly—tz =04 <= tz = 14. Dans le deuxiéme cas, cela veut
dire que tz = 14, donc z = ¢ € Uy, et on a bien x = zy = ey. Dans le premier
cas,on a y = 04, donc x = zy = 204 = 04. On peut alors choisir e =14 € Uy
et on a bien x = ey.
Ainsi, dans tous les cas, on a Jde € Uy tel que =z = ey.




1.2. Idéaux/anneaux principaux et PGCD

1. Uz ={-1,1}. Donc, dans Z, (z |y et y | x) <= Je € {—1,1} tel que x = ey.
Cela équivaut a dire que x = £y, ou que |z| = |y|.

2. Dans Z[i], on a Ugy = {1,—1,4,—i}. Donc, dans Z[i], (z | yety | ) <
Je € {1,—1,i,—i} tel que z = ey.

Idéaux/anneaux principaux et PGCD

B Définition 1.1.2.2  (Anneau principal)

1. Soit I un idéal de A, I est un idéal principal de A lorsque [ est engendré par un
seul élément x de A. i.e. I est un idéal principal <= dx € A tel que I = zA.

2. Un anneau A est dit principal lorsque tout les idéaux sont principaux. i.e.
VI idéal de A,Jx € A tel que I = zA.

A Attention

Un anneau principal n’est pas forcément un anneau intégre. Par exemple, Z /67 est

un anneau principal (voir exemple plus bas), mais ce n’est pas un anneau integre
car 2 x 3 =0 dans Z/6Z.

1. 7 est un anneau principal.

2. Tout corps est un anneau principal parce que les seuls idéaux sont {0} et le
corps lui-méme, qui sont tous deux principaux.

3. On a déja vu que les idéaux de Z/4Z sont {0}, 27 /47 et 7 /AZ, qui sont tous
des idéaux principaux. Donc Z/47Z est un anneau principal.

iHt Exercice 1.1.2.1

Montrer que Z/6Z est un anneau principal.




1.2. Idéaux/anneaux principaux et PGCD

W Théoreme 1.1.2.1 (PGCD dans un anneau principal)

Soient A un anneau principal et z1,...,x, € A. Alors il existe un d € A tel que :

avec Vi € [1,n],d | z;.

De plus, si d est un autre élément de A vérifiant ces propriétés, alors d' | d.
Dans cas, d est appelé le plus grand commun diviseur (PGCD) des x;.
On le note pged(zy, ..., zy,).

Q Preuve

» On a Vi€ [1,n],z;A est un idéal principal.

» Donc > ' x;,A = 1A+ -+ + 2, A est aussi un idéal de A, qui est principal,
puisque 'anneau A est principal.

» Donc 3d € A tel que Y1, ;A = dA.

» OnaVie[l,n],r; =2 x 1a+Xj_) o jz 75 X 04 € X1, 1A = dA.

» Donc Vi € [1,n],d | z;.

> Sid € Atel queVie[l,n],d |

» Alors Vi € [1,n],x;A C d'A.

» Comme dA est stable par l'addition (sous-groupe), alors dA = Y0, ;A C
dA = d'|d.

® Remarque 1.1.2.1 (Non unicité du PGCD)

Si d est un PGCD de x;, alors tout autre PGCD d’ est associé a d. En effet, on a
d | detd]|d.ls peuvent s’écrire sous la forme de d' = ed avec € € Uy.

® Remarque 1.1.2.2

7 est un anneau principal, donc Vaq,...,z, € Z,3d € Z tel que x1Z + - - - + x,Z =
dZ. Or, tous les pged des (x;)1<i<, sont £d.

Alors, Vz4,...,2, € Z,3\d € N tel que }_7' | z;Z = dZ.

Dans ce cas, d est appelé le PGCD des x; dans Z.

W Théoréme 1.1.2.2 (Egalité de Bézout)

Soient A un anneau principal et z1,...,x, € A. Alors, si d est un pged(zy,...,z,),
alors :
Juq, ..., u, € A tel que d = w11 + Usxo + - - - + UpTy,.




1.2. Idéaux/anneaux principaux et PGCD

Q Preuve
Ona! x;A=dA. Donc,de dA =" ,xA [

® Propriété 1.1.2.2 (Réciproque de I'égalité de Bézout)

Soient x1,...,x, € A (anneau principal), et d un élément de A tel que Juy, ..., u, €
A tel que d = w1y + Usxo + - - - + UpTy,.

d n’est pas forcément le PGCD des z;. Il faut que d soit un diviseur commun des z;
pour que d soit le PGCD des x;.

Q. Preuve
Montrons que > 1" x;A = dA.
Montrons d’abord 'inclusion Y. ; x;A C dA.
Soit y € dA. DOnc y = da pour un certain a € A.
Done y = (7L miui)a = Y7 @ (ua)

——

eA
Donc y € 31", x;A.
ie.:dACY! xA
On conclut que Y7 2, A = dA.
D’ou d = pged(z1, ..., xy)- [ |
> Conséquence 1.1.2.1 (Théoréme de Bézout pour le PGCD)
Soient x1,...,x, € A principal.
pged(zy, ..., x,) =14 <= Fuy,...,u, € A tel que Y0, zu; = 14.

On dit que les z; sont premiers entre eux dans ce cas.

W Théoréme 1.1.2.3 (Théoréme de Gauss)

Soient A un anneau principal et z,y, 2z € A tels que z | yz et pged(x, z) = 14. Alors
x|y

Q Preuve

On a x | yz, donc Ja € A tel que yz = za.
On sait aussi que pged(z, z) = 14, cela équivaut a dire que Juy, uy € A tel que 14 =
ULT + U Z.
Donc y = zyu; + yzus.
Donc y = xzyuy + (xa)zus = = (yu; + augz).
—_——

€A
Donc z | y. [




1.2. Idéaux/anneaux principaux et PGCD

-> Conséquence 1.1.2.2

Soient y1,...,y, et xq,...,x, des éléments de A.
On a :

(Vi, 5 € [1,n], pged(zi, z;) = 14) <= (fp)

® Propriété 1.1.2.3

Soient x,y,z € A (anneau principal).

(xANy=aNhz=14) <= A (yz) =14

Q Preuve
1. («<=) : Facile.

TU + Yug =1
2. (=) : On a Juy,ug,v1,vy € A tel que 1T Y A
$U1+Z’02=1A

3. Cela implique que x(zuivy + 2u v + Yugvy) + yz(ugvy) = 14.

cA
4. Donc z A (yz) = 14.

Q, Preuve (Démonstration de la conséquence 2)

En utilisant la propriété précédente, on peut

Q2  Application 1.1.2.1

Montrer que /2 n’appartient pas a Q.

Solution :

Supposons que /2 € Q.

Alors, il existe (p,q) € Z x N* tels que v/2 = § et pged(p, q) = 1.

On a donc 2¢% = p3.

Donc ¢3 | p3.

Donc pged(p®, ¢*) = 1 (car pged(p, ¢) = 1).

Or, comme ¢* | p* et pged(p?, ¢®) = 1, d’apres le théoréme de Gauss, on a ¢ | 1,
donc g = 1.

Donc p? = 2.

Orl<2<8=23 donc13 < p3 <23 donc 1< p< 2, cequi est impossible.

Donc v/2 ¢ Q.




1.2. Idéaux/anneaux principaux et PGCD

® Propriétée 1.1.2.4

Soient A un anneau principal et x,y, z dans A.
Sixz|yety]zavec pged(z,y) = 14, alors zy | 2.

Q Preuve

On sait que Ja,b € A tels que z = za et z = yb.
Donc Ju,v € A tels que xu + yv = 14.

= z = z(zu+ yv)
= zybu + zyav = xy(bu + av)
implieszy | z.

- Conséquence 1.1.2.3

Sizy,...,x,,2 € A (avec A un anneau principal). On a :

{Vz’ €l,n],z; | =

— ;| 2
Vi, j € [1,n], pged(xi, x;) = 14 H i

=1

Q Preuve

On procede par récurrence sur n.

® Remarque 1.1.2.3

x|z

En général, = xy | 2.
ylz

(On prend comme contre-exemple 4 | 12 et 6 | 12...)

® Propriété 1.1.2.5

Soient t,z,y € Z.
On a (tx) A (ty) = |t|(x A y).

Q  Preuve

On pose d = (tz) A (ty).

On a alors (tz)Z + (ty)Z = dZ (définition du PGCD dans Z).

Ce qui implique que t(27Z + yZ) = dZ (opérations sur les ensembles).




1.2. Idéaux/anneaux principaux et PGCD

Donc t(x A y)Z = dZ.
Donc |t(z Ay)| = d (car ces deux entiers sont associés, voir propriété 1).
Donc d = [t|(x A y). [

® Propriété 1.1.2.6

Soient A un anneau principal et z,y € A.

T = dx;
rNy=d < 3Jx1,y; € A tel que Sy =dy,
1 Ay =14

Q Preuve

Dans le sens direct ( =), on suppose que d | z et d | y.

Donc dzq,y1 € A tel que x = dxy et y = dy;.

OrzANy=d=(dry) A (dy,)

Donc d = d(x1 A yy).

Alors d(14 — (z1 Ay1)) = 0a.

Sid = 0y4, alors x = y = 04, donc on peut choisir x1 = y; = 14 et on a bien
1 ANyp = 1a.

Sid# 04, comme A est intégre, on a 14 — (1 Ay1) = 04, done 21 Ay = 14.
Dans le sens réciproque (<= ), on a = dx; et y = dy;.

On sait que x1 Ay, = 14.

Donc Ju,v € A tel que 14 = uxy + vy;.

Donc d = d(uzy + vy ) = u(dzy) + v(dy,) = ux + vy.

Donc x Ay =d. |

10



Divisibilité dans Z/nZ

Rappels et compléments sur Z/nZ

® Remarque 2.2.1.4

1. Soient x,y € Z* tels que = | y. On a donc —z | y, on prendra donc toujours
x € N* sans perte de généralité. Donc = |y <= 7 =0 dans Z/zZ.

2. Uz/nz = {7 tel que x An = 1}.
On rappelle le théoreme de Gauss dans Z : (z |yz etz Ay =1) = z | 2.

Q Preuve
Onazx|yz < y-z=0dans Z/|z|Z.

iHt Exercice 2.2.1.2

1. Montrer que Vn € N, 6 | n® — n.
2. Pour quelles valeurs de n € N a-t-on 11 | n® +n?

Solution :

1. On peut tout simplement démontrer qu’il s’agit d’un produit de trois nombres

consécutifs, dont un est forcément pair. Mais on peut aussi faire ce calcul :
Cptl=...= (n=Dln(nt+l) - N
== . ,

Donc 6 | n® —n.

2. 11| n*+n < n(n?>+1) =0 dans Z/11Z.

11



2.2. Division euclidienne et algorithme d'Euclide

On dresse un tableau des carrés dans Z/11Z. On trouve que 11 | n® + n lorsquee

n(n? 4+ 1) = 0. C’est-a-dire lorsque 7 = 0 dans Z/117Z (le cas n?> + 1 = 0 n’ayant
pas de solution). Donc 11 | n +n <= 11| n.

® Propriété 2.2.1.7 (Divisibilité par 3)

Soit x = a,, . ..ag I’écriture en base décimale de x € N.

3z <= 3|
k=0

Q Preuve
Onazx=37}_a;- 10"

Ona3|z < 7=0dans Z/3Z

= Zak~10k =0= Zak dans Z/37Z
k=0 k=0

<« > @, =0dans Z/3Z
k=0

n
= 3|
k=0

Division euclidienne et algorithme d’Euclide

W Théoréme 2.2.2.4 (Division euclidienne)

Soient (z,y) € Z x Z*.

rT=qy+r

0<r<ly|

On dit qu’on a effectué la division euclidienne (qu’on notera D.E.) de x par y.

Alors 3l(q,r) € Z x N tels que :

» ¢ est appelé le quotient de la D.E. de z par y.
» 1 est appelé le reste de la D.E. de x par y.

12



2.2. Division euclidienne et algorithme d'Euclide

Q  Preuve

xr = = —
qy +r r=I—qy
0<r<|yl 0<z—qy<lyl

r=x—
Siy >0, alorsona{ N 7
On prend ¢ = E() €
Siy <0, alors on a
—q<—,<l-—g
Donc on prend ¢ = —E(—2%) € Z, et r = x — qy € N*.

y
D’ou lexistence et 1'unicité de (g, ). |

® Propriété 2.2.2.8

Soient (z,y) € Z x Z*.

r=qy—+r
0<r<|yl
Le PGCD de x et y est égal au PGCD de y et r.

On a J!(q,r) € Z x N* tels que

TNANYy=yAr

Q.  Preuve

Onposed=xANy,etd =yAr.

Méthode 1 (plus facile) en utilisant les combinaisons linéaires : (non abor-
dée).

Méthode 2 en utilisant la définition du PGCD :

dZ. = zZ + yZ
=(qu+1r)Z+ yZ
Cri+yZ=dZ

De méme, dZ = yZ + rZ C xZ + yZ = dZ.
Donc |d| = |d'| = d = d’ car ils sont positifs.
On en déduit que z Ay =y Ar.

13



2.2. Division euclidienne et algorithme d'Euclide

$s Application 2.2.2.2 (Algorithme d’Euclide)

Cet algorithme nous permet de déterminer le PGCD de deux entiers a et b ainsi que

leurs coefficients de Bézout.
Soit (a,b) € Z x N*.

» Sib|aalorsaAb=b.

Sinon, a = bq + r; avec 0 < 1 < b (apres division euclidienne).
Donc a Ab=bAr.

Siry|balorsaAb=r;.

Sinon, b = r1qs + 15 avec 0 < ry < r7.

Donc a Ab=1ry Ars.

vV v vy vVYVyY

On continue ainsi jusqu’a obtenir un reste r, qui divise le précédent.

On a donc construit une suite de restes (r,),>1. Ce processus doit s’arréter car
les restes sont strictement décroissants et positifs. Si le processus ne s’arréte pas,
on aurait une suite infinie de restes strictement positifs et décroissants, ce qui est
impossible dans N, car la suite doit étre stationnaire a partir d'un certain rang.

Le dernier reste non nul r,, est le PGCD de a et b.

Calculer le PGCD de a = 60 et b = 42.

Onaa=60=1x42+18. Etonab=42=2x 18+ 6. Enfin, on a 18 =3 x 6 + 0.
Donc le PGCD de 60 et 42 est 6.

Nous allons retrouver les coefficients de Bézout associés.

Onat6=42 -2 x 18.

Or, 18 =60 — 1 x 42.

Donc 6 =42 — 2 x (60 — 1 x 42) = 3 x 42 — 2 x 60.

Ainsi, les coefficients de Bézout sont u = —2 et v = 3.

® Propriété 2.2.2.9 (Equation ax + by = c)

Soient A un anneau principal et a,b, c € A tel que (a,b) # (04,04).
On pose d =a A b.
Les solutions de I’équation ax + by = ¢ sont données par :

sidfe, il n'y a pas de solution
si d | ¢,3 une solution (zo,y) et S = {(z,y) = (zo + 2k, yo — 2k) avec k € A}

Q,  Preuve

14



2.2. Division euclidienne et algorithme d'Euclide

aANb=d < day,b; € Atels que a =da, et b=dby et a; Nby =14

Donc (E) : d(ajz + biy) = c.

Dans le cas ou d 1 ¢, il n’y a pas de solution.

Dans le cas contraire, on a ¢ = dc; avec ¢; € A.

On va donc trouver I'équation (E) : a;x 4+ bjy = ¢, sachant que 'anneau A est

integre (donc on peut factoriser par d, puis omettre le cas ou d = 0, parce que d est

un élément non nul).

Comme aj A by = 14, il existe un certain couple (u,v) tels que aju + byv = 14.

En multipliant par ¢;, on a a;(ciu) + by(c1v) = ¢;1.

Donc (xg,yo) = (c1u, c1v) est une solution particuliere de (E).

Soit (z,y) une autre solution de (F).

On obtient le systeme suivant :
{a1x+b1y—cl = ai(z — x0) = bi(y — wo)

arro + biyo = 1

(Attention : a partir de ce stade, on ne travaille que par implications...)

Cela implique que by | a1(z — o).

Cela implique que by | (x — xg) car a; A by = 14 (théoreme de Gauss).
Donc dk € A tel que x — xy = bik.

Donc Jk € A tel que x = z¢ + b k.

En remplagant dans 1'équation a;(z — x¢) = b1(y — 4o), on obtient :

ai(bik) = bi(y — wo)
= a1k =y — yp sachant que b; # 0 et A est un anneau integre
= Yy =1 +ak

On trouve ensuite que toutes les solutions de I’équation (£) sont de la forme :

(x,y) = (o + bik,yo — ar1k) avec k € A

Maintenant, on doit procéder dans le sens réciproque (il ne faut pas
oublier qu’on a procédé par implications).

On a a(zo+b1k)+b(yo—ark) = d(ajucy +a1b k+bjvey —bark) = d(ayucy +byvey) =
dey = c.

On conclut que toutes les solutions de 1'équation (E) sont de la forme (dans le cas
oud|c):

§ = {(e.y) = (wo-+ Jk.yo — 4F) tel que k€ A)

Ou (g, yo) est une solution particuliere de I’équation ax + by = c.

Evidemment, la notation 5 et b est valide car d | a et d | b, mais elle n’est pas

rigoureuse. Pour étre rlgoureux 11 faudrait écrire a; et by a la place de § et b, en

mentionnant le fait qu’ils existent etc...
[ |

15



2.2. Division euclidienne et algorithme d'Euclide

Résolvons dans Z? l'équation (F) : 17z + Ty = 1.
Onal7A7=1

avec l'algorithme d’Euclide, on trouve :

17x (=2)+7x5=1

Donc une solution particuliere est (zo, %) = (—2,5).
On peut donc écrire :

s 1T(z4+2) = T(5—
7o —2+7x5=1 (z+2)=7(6-y)

{1790 +7y=1
Comme 7TA17=1,ona 7| (z4+2) = Fk € Z tel que 2+2 =Tk — x = —2+47k.
Cela implique que 17 x 7Tk =7(5—-y) = 1Tk=5—y — y=5—17k.
Réciproquement, on vérifie que 17(—2 + 7k) + 7(5 — 17k) = 1.
Donc I'ensemble des solutions de I'équation (E) est :

S ={(z,y) = (-2 + Tk,5 — 17k) tel que k € Z}

16



Nombres premiers

Définition et propriétés

E Définition 3.3.1.3 (Nombre premier)

Soit p € N*\ {1}.
p est dit nombre premier si ses seuls diviseurs sont 1 et p.
On notera par P '’ensemble des nombres premiers.

W Théoréme 3.3.1.5 (Lemme)

Va € N*\ {1},3p € P tel que p | a.

Q  Preuve

On pose F = {k € N*\ {1} tel que Vp € P,k | a}.
Onage F = E #.

Donc £ C N*.

Alors E admet un minimum p.

Supposons que p ne soit pas premier. On aura alors :
J1 < g < p tel que ¢ | p. Or p| a, alors :
qlaetqe N*\ {1} = ¢€E.

Ce qui implique que ¢ > min(E) = p. Contradiction.
DOnc p est premier et divise a.

[
® Propriété 3.3.1.10 (Infinité des nombres premiers)
Il existe une infinité de nombres premiers. L’ensemble P est infini.
Q  Preuve
Supposons que P soit fini, et notons-le P = {p1,...,p,}, avec chaque p; deux a deux
distincts.

Onpose a =1+l pr >piVie {1,...,7}.
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3.2. Théoréme de Fermat

a¢ P
a>1
OrVj e {1,...,r},p; ANa = 1, ce qui implique que p;1 car p; | a. C’est une
contradiction.

Donc P est infini. [ |

Donc et 3j € {1,...,r} tel que p; | a.

® Remarque 3.3.1.5

p siplx .

1. Vpe PNz eZ,pAx = { ] , i.e. : Soit p | @, soit p et & sont premiers
1 sinon

entre eux.

2. Soient p € P. On a alors Vk € {1,...,p—1},p | CL.

Q Preuve

Preuve du deuxiéme point :

p_ _ p
Ona Gy = -

P _ P p—1
Donc Cp, = £ x G 7.

Donc kC = p x CP~1.

Donc p | kCY.
Or,comme 1 <k<p—1l,onapAk=1.
Doncd=pAk=1. [

&2  Application 3.3.1.3

1. Sip € P tel que p | zy, alors p | x ou p | y. Car si pt z, alors p Ax = 1, donc
p | y (théoreme de Gauss), et si p | x, c’est trivial.

Théoréme de Fermat

W Théoréme 3.3.2.6 (Théoréme de Fermat)

Vn € Z,¥p € P,n? = n[p]

Q  Preuve (Preuve classique par récurrence)
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3.2. Théoréme de Fermat

Q  Preuve (Preuve utilisant des notions de structures algébriques)

On rappelle que si (G, -) est un groupe fini de cardinal n € N* alors Va € G, a" = e.

On sait que (Uzpz, X) est un groupe fini de cardinal p — 1.

OnaVn € Z, sip|n,alorsn =0 et n? =0 =n. Cela implique que n? = n[p).

Le théoreme est donc vrai dans ce cas.

Si p{n, c’est-a-dire que n Ap =1, alors m € Uz 7.

Donc 7?1 =T (car le cardinal de U,z est p — 1).

Cela implique que 7 = 7.

D’ou n? = n[p).

Le théoreme est donc vrai dans ce cas aussi. [ |

® Remarque 3.3.2.6

Vn € Z,Vk € N*\ {1} tels que n A k = 1, alors n?®) = 1[k], ol ¢ est la fonction
indicatrice d’Euler.
Onaaussi:nAk=1 = ne Ug;z.

iHt Exercice 3.3.2.3

569 par 77.

Déterminer le reste de la division euclidienne de
Solution :
On a 5% = 1[11] (car 5 A 11 =1 et ¢(11) = 10).
Et on a 5 = 1[7] (car 5A T =1 et ¢(7) = 6).
Donc on a 5% = 2[7] et 5'%° = 1[11].
On peut utiliser le théoréme chinois des restes pour résoudre ce systeme. Mais
comme celui-ci n’a pas encore été vu, on va procéder par congruences successives.
Nous cherchons kg € Z tel que ko = 1 [11] et kg = 2 [7].
= e
On a 11 A7 =1, donc on peut écrire 11u + 7v = 1.
Etonall x2+47x(-3)=1.

Onposek0:11><2><\2/+7><(—3)><\1/:23.

5160 = 23(11]
Donc
" {5160 = 23[7]

Cela implique que 5% = 23[77], sachant que 7 A 11 = 1.

& Théoréme 3.3.2.7

‘ Soit x € N*\ {1}. 1l existe py,...,p, € P tels que z = [T;_; pr-

* *

Q Preuve

Preuve par récurrence (forte) sur z € N*\ {1}.
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3.2. Théoréme de Fermat

Initialisation : Pour z = 2, on a 2 € P, donc la propriété est vraie.

Hérédité : Supposons que la propriété soit vraie pour tout k € N*\ {1} tel que
2<k<ux, avec x > 3.

Sixz+ 1 € P, la propriété est vraie.

Sinon, Jq € P tel que ¢ | x + 1, ce qui implique que z + 1 = ¢ X a pour un certain
a € N*\ {1} tel que a < = + 1.

Cela implique que a < z, donc en utilisant 1'hypotheése de récurrence, on a a =
[T;—1 px avec py,...,pr € P.

Donc x + 1 = q X [[}_; pk, en posant p,+1 = q. |

B Définition 3.3.2.4 (Valuation p-adique d’un entier (déf. et théo.))

Soient z € N*\ {1} et p € P.
Il existe un unique o € N et un unique y € N* tels que :

T =py
pAy=1
a est appelé la valuation p-adique de z, et notée v,(z) = a.

v,(7) = max{k € N tel que p* | z}

Q  Preuve (Existence et unicité)

Démonstration de ’existence :

On pose A = {k € N tel que p* | z}.

Démonstration de 'unicité :

Supposons que x = p*ly; = p*2ys avec pAy; =1let p Ay = 1.

Supposons que oy # Q.

On posera lambda = a; — ap > 0 (sans perte de généralité).

On aura donc p*y; = .

Ce qui implique que p | y2, ce qui est une contradiction, car cela implique que p = 1.

On en déduit que a1 = s et y; = yo.
S

® Propriété 3.3.2.11

Six =[Ii_, p;" avec les p; des nombres premiers deux a deux distincts, alors v, (z) =
a; pour tout ¢ € {1,...,r}, et v,(x) = 0 pour tout p € P\ {p1,...,pr}.
EtonaVpe P\ {pi1,...,p},v,(x) =0 (les nombres premiers qui ne divisent pas x
ont une valuation nulle).

Q. Preuve
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3.3. Décomposition primaire et applications

T
OnaVie{l,...,r},z=p"  [] pi*.
k=1

——

=Y;

Les pi (premiers) sont deux a deux distincts, donc p; ATTj—; . s Pi* = 1.

Cela implique que p; A y; = 1 pour tout i € {1,...,r}.

On en déduit que vy, () = a; pour tout i € {1,...,r}.

Soit p € P\ {p1,...,pr}-

Onax=p" z,etpé&{p,....p,} = Vi,pAp;=1 = pAx=1.

Donc v,(x) = 0 pour tout p € P\ {p1,...,p,}. [

Décomposition primaire et applications

W Théoréme 3.3.3.8 (Décomposition primaire)

Soit z € N*\ {1}.

Il existe p; < -+ < p, € P deux a deux distincts, et ai,...,a, € N* tels que
x = [—1 1"

Cette décomposition est unique.

Si on n’impose pas l'ordre p; < - -+ < p,, alors la décomposition est unique a 'ordre/la
permutation pres.

ie. siz = leqf" avec ) < -+ < gs € Pet 5; € NVj,alors r = s,V1 <4 < r:
Pi = G

o =B

Q Preuve

L’existence a déja été démontrée.

Démonstration de 'unicité :

Supposons que x = [T;_; pp* =TI, qu avec {p1 <<pel et ay, B; € N*.
@ <-<gG€eP

Soit k=1,...,r. On a py | Hleqf".

On sait que py, est premier, donc Ji € {1,...,s} tel que px | ¢* = pi | -

Et on sait aussi que ¢; est premier, donc p, = ¢;, cela implique que p, = 1 ou pp = ¢;.

Donc {pla s >pr} - {Q17 B 7QS}‘

De méme, on trouve que {qi,...,qs} C {p1,...,pr}

Donc {p1,...,p.} = {q1,...,qs}, ce qui implique que r = s et p; = ¢; pour tout

ie{l,...,r}.

Onax =T, pi* = T, pl"

D’apres la propriété précédente, on a v, (z) = «a; et v, (z) = [; pour tout i €

{1,...,7}.
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3.3. Décomposition primaire et applications

Donc a; = f§; pour tout i € {1,...,r}.
On en déduit que la décomposition primaire de = est unique. [ |

® Propriété 3.3.3.12

Soient z,y € N*\ {1}.

z]y <= VpeP,u(z) <uly)

Q  Preuve

(=) :Soit peP.Onadoncz=p*-z et pAz =1, avec a = v,(x).
Comme z | y, on a y = x - k pour un certain k € N.
De méme, il existe un unique S € N, et un unique zo € N* tels que k = p°z,
(B=1y(k)). OnapA z = 1.
Donc y = p®*P2, 2.
CommepAzy=1letpAz=1onapAzz=1
Donc v,(y) = a+ > a = v,(x).
(<= ):O0nazx=1I]_p ety = ;’lef", avec p1,...,pr € Pet V1l < i <
T, ag, B > 0.
On a VvVl <i<r o <p; (parce que v, (z) < v, (y)).
Done y =TT, p)" = Ty - Ty py = - [T o7

oo

eN*

Donc x| y. |

W Théoreme 3.3.3.9 (Calcul du PGCD par décomposition primaire)

Soient x,y € N*\ {1}.
Onax=T[[_,p ety= zzlpf",avecpl,...,pqq € P et o, 5; € N.
Alors z Ay = [[L_, pmn@ifi),

=111

Q  Preuve

On pose d = [I;_, pi™.
OnaVvVl<i<rm;<a;etm; <p;.
Alorsd |z et d|ydoncd|xzAy.

On pose d =z ANy, alorsd |z et d |y.
vp(d') < vp(x)

vp(d') < vp(y)

ie. V1 <i<ru,(d) <a;etuv,(d) <.
Donc V1 < i < r,v,,(d") < min(ay, ;) = mj.
D’apres la propriété précédente, on a d’ | d.
Onad|d etd |d, donc d=d, car ils sont tous les deux positifs.

Donc Vp € P, {
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3.3. Décomposition primaire et applications

r pmin(aiﬁi) ]

=111 :

On en déduit que z Ay =

iHt Exercice 3.3.3.4

Soient x,y € N*. Montrer que z | y <= 22 | 3>

Solution :
On va procéder par équivalences successives en utilisant la propriété 3.3.

'Up(yz)
2vp(y)
Up(y)

2
<= Vp € P,2u,(x)
<= Vp € P,u,(x)
< 1z |y CQFD.

2’ | y® <= Vp € P,u,(a?) <
<
<

On a utilisé le fait que v,(z?) = 2v,(z) et v,(y*) = 2v,(y), ce qui est une conséquence
de la définition de la valuation p-adique (et de la décomposition primaire).

® Remarque 3.3.3.7 (PGCD de a",1")
Soient a,b € N* et n € N*. Alors

a" ANb" = (aND)".
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Plus petit commun multiple

B Définition 4.4.0.5 (PPCM (déf. et théoréme))

Soient A un anneau principal et 1, ...z, € A, alors 3m € A tel que N, z;,A = mA,
avec :

V1 <i<n,z; | msi M est un autre multiple commun des (x;);, alors m | M

m est appelé le plus petit commun multiple (PPCM) des xz; et noté
ppem(zy, ..., x,), ou encore x1 V T V -+ V x,.

Q Preuve

V1l <i<mn,x;A est un idéal de A.

Donc N}_,z;A est un idéal de A, qui est un anneau principal.

= N, 7;A est un idéal principal.

ie. dm € A tel que N, ;A = mA.

Donc V1 <i<n,mA C ©;,A = z; | m.

Si M tel que V1 < i <n,x; | M, alors M € x;A pour tout i.

Donc MA C NI x;A = mA.

Donc m | M. |

® Remarque 4.4.0.8

» Sim est un ppcm des z;, alors les autres ppem sont les éléments associés a m.

» Dans le cas de Z, le ppcm est unique (on choisit le ppem positif, ce qu’on appelle
le “générateur positif”).

® Propriété 4.4.0.13

1. Vz,y € Z,YX € Z,(A\x) V (Ay) = |A| (x V y).
2. Siz,y € Ztelsque x Ay =1, alors zVy=|z| |y
3. Vx,y € Z,(x Ny)-(xVy) = x| |y|
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Q  Preuve

Preuve du premier point :

A2)Z N (MNY)Z = Az V \y)Z
ANxZNyZ) = Nz Vy)Z
AV AY)Z = Nz Vy)Z

— (Az) vV (Ay) = Al (zVy)

Preuve du deuxiéme point :

On pose m =z V y.

Donc z | m et y | m.

Comme z Ay =1, on a zy | m (propriété de l'application).
Et onam | zy (car m |z et m | y).

Donc m = |xy|.

Preuve du troisiéme point :

On pose d =z Ay, donc dzy,y; € Z tels que x = dzy,y = dy; et 1 Ay, = 1.
Donc, d’apres le deuxiéme point, on a z1 V y; = |x1| - |y1].
Donc d*(zy V y1) = d? |21 - [y1].

Donc |d| (dxzy V dyy) = |dxy]| - |dyy]-

Donc (z Ay)(z Vy) = [z] - [yl

% Théoréme 4.4.0.10

Soient x = [[/_, pi* et y = H;lefi, avec p1,...,pr € P et ay, B; € N.
r max(a,Bi)
i=1Di .

Alors x Vy =

Q Preuve
o+

On a zy = [Li_, p;
_ Ty

OrxzVvy= R |

Donc 2 V y = ;’:1 p?i+ﬂi—m1n(ai7ﬁi) — ;‘»:1 ;nax(a,-,ﬁi)'

Sachant que «; 4+ 5; — min(«y, 5;) = max(qy, ;).

Fin du Chapitre XI.
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